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2．竖直上抛运动规律

速度公式： gtvvt  0 位移公式： 2
0 2

1 gttvh  速度-位移公式： ghvvt 2- 2
0

2 

上升最大高度：
g
vh t

2

2

 上升最大高度用时：
g
vt 0

【物理思维】 转换法巧解多体运动

(1)多体转化为单体：多物体在空间上重复相同运动时，可用一个物体不同的时刻

的运动取代空间多个物体的运动．

(2)将连续多质点转化为单一质点：具有较大的线度或体积的物体平动问题可转化

为物体上某一点的运动．如火车车通过路标的过程，可转化为火车上某一点(质点)

通过与火车等长的位移所经历的时间．换言之：“盯住一个点”

3.5 多体抛射包络

由同一点以相同速度同时向每一个方向抛射出一个

质点，若不计空气阻力，则在任一相同时刻，这些质点

处于同一球面。

证明：如图在原点抛射质点，进行速度分解，因重力加

速度在竖直方向，对水平面速度无影响，所以小球在 xy两

个方向上做匀速直线。

t时刻小球空间位置坐标： 0 0 sin cos x v t 0 0 sin sin y v t 2
0 0

1cos
2

 z v t gt

整理得： 2 2 2 2 2
0 0 0 0

1(z gt ) ( )
2

   x y v t

可知在任一时刻，空中这些小球都在球心为（0,0， 21
2

 gt ），半径为 0v t的同一球

面上。如选择自由落体为参考系，则质点的运动将转化为不同方向的匀速直线运

动，很容易得出结论：包络面为球面。生活中的喷泉以及烟花都可以看作球面的

近似。
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例 1、（抛体对称性）一小球以速度 0v 竖直上抛， 1t 时刻到达高度H处（非最高点），

2t 时刻再次回到高度H处，重力加速度为 g，下列说法不正确的是（ D ）

A. 0
1 2

2
 

vt t
g

B. 1 2
2H

 t t
g

C. 1 2
1 22


＞

t t t t D.
2
0

1 2 
vt t
g

解：根据题意可知 1t 和 2t 为方程：
2

0 2
1 gttvH  的两个根。

根据韦达定理可知： 0
1 2

2
 

vt t
g 1 2

2H
 t t

g

补充： 1 2  
bx x
a 1 2 

cx x
a

0 1 2

1 2



v t tH
t t

1 2

2

gt tH

2

1 2 1 2
0

( )
4

 
gH t t t t
v

例 2.（雨滴下落问题）雨滴在空中竖直下落时所受空气阻力与速度大小的二次方

成正比，且不同质量的雨滴所受空气阻力与速度大小的二次方的比值相同。现有

两滴质量分别为 1m 和 2m 的雨滴从空中竖直下落，在落到地面之前都已做匀速直线

运动，则在雨滴做匀速直线运动的过程中，其重力功率之比为( C )

A． 21 :mm B． 21 :mm C． 3
2

3
1 :mm D． 12 :mm

解：匀速下落时，雨滴处于平衡状态： 2kvmg  可得：
k
mgv 

则重力功率
k
gmmgvP
33

 ，即 3mP  可知 C正确。

补充：

1. vf  ， makvmg  ， 雨滴做加速度减小的加速运动，当匀速时，
k
mgv  。

2. 2vf  ， makvmg  2 ，雨滴做加速度减小的加速运动，当匀速时，
k
mgv  。
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例 3.（方程思想）一个物体从地面竖直上抛， 1t 时刻上升到距离地面 1x 位置， 2t 时

刻上升到距离地面 2x 位置，物体继续上升至最高点后下落至 2x 位置的时刻为 3t ，继

续下落至 1x 位置的时刻为 4t ，试证明： 2
23

2
14

12

)()(
)(8
tttt

xxg





解：物体上抛过程位移时间函数关系： 2
0 2

1 gttvx 

由题意可知： 1t 和 4t 是
2

01 2
1 gttvx  的两根

2t 和 3t 是
2

02 2
1 gttvx  的两根

根据韦达定理：
g
vtt 0

41
2


g
xtt 1

41
2

 则有
g
x

g
vtttttt 1
2
0

14
2

14
2

14
844--  ）（）（

同理可得：
g
x

g
vtttttt 2
2
0

32
2

23
2

23
844--  ）（）（

联立可得：
g
xxtttt ）（

）（）（ 122
23

2
14

-8---  整理可得： 2
23

2
14

12

)()(
)(8
tttt

xxg





例 4.从地面以大小为 1v 的初速度竖直向上抛出一个皮球，经过时间 t皮

球落回地面，落地时皮球速度的大小为 2v 。已知皮球在运动过程中受

到空气阻力的大小与速度的大小成正比，重力加速度大小为 g。 t的合

理表达式应为（ ）

A．
g
vvt 21 B．

g
vvt 21  C．

g
vvt 21  D．

g
vv

t 21

解法 1.设上升过程平均摩擦力为 1f ，下降过程平均摩擦力为 2f 。

则 上升过程： 111 mvtfmg  ）（ 下降过程： 222 mvtfmg  ）（

整理可得： 1111 mvtvkmgt  2222 mvtvkmgt 

其中 xtvtv  2211 。两式相加即得： ）（）（ 2121 vvmttmg 

解得：
g
vvt 21 
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解法 2.

由题意可知： kvf  故： kxtvktf 

1.物体上升下落位移大小相同，动量抵消。

2.摩擦力一直阻碍运动，加速度趋于平衡。

3.整个过程 0 kxtvktf

位移由起点指向终点，可确定动量方向，整个过程平均速度为 0。

4.类似于洛伦兹力： kvqvBf 
洛

解法 3.上升过程：
dt
dvmmakvmg - （减速）

整理变形： dt

m
kvg

dv -


积分：  


dt

m
kvg

dv
v -t0
0
1

整理可得： )ln( 1
1 mg

kvmg
k
mt 


k
mge

k
kvmgv

t
m
k







1

同理下降过程： )
-

ln(
2

2 kvmg
mg

k
mt 

t
m
k

e
k
mg

k
mgv




)ln()ln()ln(
2

1

2

1
21 kvmg

kvmg
k
m

kvmg
mg

k
m

mg
kvmg

k
mttt











总

能量角度：上升过程

k
gvmmv

mg
kvmg

k
gmdt

k
mge

k
kvmgkvdtkvW

t
m
k

tt 1
2

2
1

1
2

23
21

001 2
1)ln()(11 





 



同理下降过程：

k
gvmmv

kvmg
mg

k
gmdte

k
mg

k
mgkvdtkvW

t
m
k

tt 2
2

2
2

2
2

23
2

002 2
1)

-
ln()(22  



整体动能定理： 2
1

2
221 2

1
2
1 mvmvWW 

代入整理可得： )ln(
2

121

kvmg
kvmg

k
m

g
vv







综合动量角度：
g
vvt 21 
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第五讲 运动图像

5.1．对运动图象的理解

1.无论是 tx  图象还是 tv  图象都只能描述直线运动，都不表示物体运动的轨迹。

2. tx  图象和 tv  图象的形状由函数关系决定。

5.2．“六看”运动图象

tx  图象 tv  图象

轴 横轴为时间 t，纵轴为位移 x 横轴为时间 t，纵轴为速度 v。

线 倾斜直线表示匀速直线运动 倾斜直线表示匀变速直线运动

斜率 表示速度 表示加速度

面积 无实际意义 图线和时间轴围成的面积表示位移

纵截距 表示初位置 表示初速度

特殊点
拐点表示从一种运动变为另

一种运动，交点表示相遇

拐点表示从一种运动变为另一种运

动，交点表示速度相等

5.3 殊途同归时间比较

典型情景

运动图像
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5.4.斜率

5.41.数学中斜率

斜率也称“角系数”，衡量直线相对于横坐标轴的

倾斜程度。一般采用直线对横轴的倾斜角正切值来表示

或通过两点坐标变化量的比值来表示，当横纵坐标标度

相同时，两种表示方法相同。

数学中为研究曲线斜率随自变量的变化情况而引入

导函数的工具，在解决物理问题时能够灵活采用导函数的方法可以事半功倍。如

图，斜率 2 1

2 1

tan (x)    


y yk f
x x

5.42.物理中斜率

物理中的斜率基本分为三类：与原点连线斜率、割线斜率、切线斜率。

1.与原点连线的斜率：横纵坐标比值，
0
0


 


y yk
x x

。

例 1.小灯泡伏安特性曲线。

电阻 
 


U UR
I I

，切线斜率无实际意义，采用与原点连

线的斜率表示电阻。

注意：此时横纵坐标乘积具有意义代表功率。

补充：理想气体的 TP  图上的点与原点连线的斜率
V

k 1
 .

理想气体的 TV  图上的点与原点连线斜率
P

k 1
 .

例 2.非线性原件伏安特性曲线。

根据电阻定义可知：


 


U UR
I I
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2.割线斜率:纵横坐标变化量比值， 2 1

2 1

y y yk
x x x
 

 
 

通常是某物理量平均值。

设
x
yA




 ，当 x表示时刻，则 A是对时间的平均；当 x表示位置，则 A是对距离的

平均。故此时一定要指出物理量的平均值存在一个对什

么物理量的平均值。

例 1.在 tP  图像中
t
pF



1 表示合力对时间的平均值。

注意：（1） 1F 与图像形状无关系，只与两点坐标有关。

（2）此时图像与坐标轴围成面积正比于位移。

例 2.在 xE k 图像中
x
EF k




2 表示合力对位移的平均值。

注意：（1） 1F 与 2F 一般情况下不等，故需区分对那个

物理量的平均值。

（2）高中阶段不涉及系统动能定理，故在此不考

虑保守力做功

例 3.物体做匀变速直线运动 x t 图像，

割线代表该时段的平均速度

注意：（1） x t图像准确的名字为：位置-时刻图像。

（2）初末位置相同，时间相同，则平均速度相同，（对时间的平均值）

3.切线斜率 2 1

2 1

 
 

 
y y yk
x x x

（一般可以理解为割线斜率的极限）

例 1.如图为物体做匀变速直线运动 x t 图像。

某点切线斜率即代表该点瞬时速度

注意：（1）因横纵坐标标度不一致， tan
 
p
xk
t

（2）根据导数的物理意义， 0(t)  pk x v at
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例 2.匀变速直线运动的 v t图像，切线斜率代表加速度。

注意：（1）直线切线斜率： 2 1

2 1

(x)  


y yk f
x x

（2）加速度也可以理解为速度对时间的导函数。

例 3.电容充放电过程中电量与极板间电压关系图。

根据电容的定义可知：


 


Q QC
U U

故切线斜率


 

Qk C
U

理解：Q与U之间为正比例函数关系，从数学角度分析,

其切线斜率和与原点连线斜率合二为一；从物理角度分

析，电容具有函数值的比值定义和增量比值定义两种表述，故在此不必区分两种

斜率的差异。

4.规律总结：

1.斜率是决定物理过程中，每个阶段图像的大致走势（增还是减，增减得越来越

快还是越来越慢）的关键信息。图像斜率物理含义，需要根据物理公式来判定。

2.研究的物理量不具备随自变量积累的效应则采用连线斜率，且与坐标轴围成面

积没有实际意义，但是横纵坐标乘积会有一定意义。

3.研究的物理量具备随自变量积累的效应则采用切线斜率，且与坐标轴围成面积

有一定实际意义，但是横纵坐标乘积不一定具有物理意义。

4.物理函数图像中，纵横坐标的标度一般不统一，所以直线斜率并不一定等于直

线倾角的正切值！但是直线斜率与倾角的正切值成正比。
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5.5 斜率在物理中的应用

1.常考切线斜率的物理意义归纳

2.常用割线斜率例析

（1）在 xv  图中，割线斜率
v
a

t
x
t
v

x
v












注意：不是匀变速运动，不可以用公式： axv 22 
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（2）在 xv 2 图中，
x

W
mx

E
mx

mv

mx
v k













 总）（ 2)(2)
2
1(2

2
2

，当物体沿 x方向做直线运动

时，令 0x 得切线斜率为 a2 ；此处需要说明的是，割线并不表示平均加速度；

因为 F
x

W



总 是力对距离的平均值，于是

m
F
也应该是加速度对距离的平均值，并不

是平均加速度；平均加速度
t
va



 则是对时间的平均值。

（3）还有一些图像，虽然无法得到斜率的具体表达式，但是可以知道斜率与某个

量成正比。如电磁感应，原线圈的电流，原磁场的磁感应强度，原磁场的磁通量

等随 t变化的图像，斜率就正比于感应电动势，进而也正比于感应电流，感应线圈

输出电压等。

3.作图题注意事项

例.如图直线 2l 代表了所描各点的平均位置，是线性回

归方程的近似图像，值得注意的是所描的点可能都不在直

线上，同时严重偏离直线的点是错误数据，不具备研究意

义，直接剔除。

4.描点连线规则

（1）图像为直线时，数据点均匀分布直线两侧。

（2）图像非直线时，一般用平滑曲线连接，千万不可以用折线进行连接。

（3）某些情况下需要选取合适的自变量实现“化曲为直”减小误差。

5.实验题中选点求斜率规则：

（1）不选通过实验数据描的点，直接在表格中找数据是错误的，否则作图无意义。

（2）选择恰好在十字交叉处的数据点。

（3）尽量选择相距比较远的数据点，避免斜率误差太大。
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例 5.由三颗星体构成的系统，忽略其它星体对它们的

作用，存在着一种运动形式；三颗星体在相互之间的

万有引力作用下，分别位于等边三角形的三个顶点上，

绕某一共同的圆心 O 在三角形所在的平面内做相同角

速度的圆周运动(图示为 A、B、C 三颗星体质量不相同

时的一般情况)。若 A星体质量为 m2 、B、C两星体的质

量均为m，三角形的边长为 a，求：

(1)A 星体所受合力大小 AF ；

(2)B 星体所受合力大小 BF ；

(3)C 星体的轨道半径 CR ；

(4)三星体做圆周运动的周期T。

答案： (1) 2

2

32
a
Gm

(2) 2

2

7
a
Gm

(3) a
4
7

(4)
Gm
a3

F.平方反比中的“质心”

因为任一个天体所处引力场为非匀强场，同时万有引力与位矢为平方反比关

系，多星系统中某个天体的向心力一般只能分别用万有引力定律计算相互作用万

有引力后，用平行四边形定则求解，在此提出平方反比关系中的质心公式。

通过一道例题来说明“等效法”求

万有引力的误区。如图所示，在一个半

径为R，质量为M的均匀球体 A中挖去

一个半径为0.5R的球体B，放置于球体 A

外侧并相切。试求 A球体剩余部分对球

体B的万有引力。
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解法一：割补法

A球体剩余部分对球体B的万有引力可以等价为完整实心球 A对B球的引力

减去挖去部分对B球的万有引力。即： 2

2

2

2

576
23)

8
(

)
2
3(
8

R
MG

R

M

GR

MM
GF 万

解法二：质心法

A球剩余部分对B球的引力等效为将剩余部分质量全部集中于其质心处的质

点对B球的引力。根据质心坐标公式可知：
28

1
8
70 Rrc  解得：

14
Rrc 

2

2

2 7744
343

)
7
11(

8
1

8
7

R
MG

R

MM

GF 


万

解法三：割补法+质心法

将剩余部分的左侧再分离出一个半径为0.5R的球体，则对球体B的引力可以等

价为两部分质量对球体B的引力的矢量和。 2

2

2
2 768

35
)2(
88

)
2
3(

88
6

R
MG

R

MM

GR

MM

GF 





万

三种解法，看似各有道理，但是计算结果却各不相同，下面来探讨一下到底哪

种做法正确以及错误做法的原因，通过一个简单的实例来说明一下。

如图质量分别 1m 、 2m 、 3m 的三个小球，其相对位置如图所示，求 3m 所受到的万有

引力.

解：根据万有引力定律： 2
2

2
21

2
2132

2
231

2
2

32
2

21

31
1 )(

)(
)( rrr

rrmGmrmGm
r
mmG

rr
mmGF







万

若采用质心法： 2
222111

3
3

21

2
2

21

11

321
2 )()( rmrmrm

mmmG
r

mm
rm

mmmGF











）（）（
万
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很显然二者并不相等，说明质心法在此并不适用，所以前面例题中解法二和

解法三是错误的，下面探讨一下错误的原因。

首先研究一下质心坐标公式：
......

.....

54321

5544332211





mmmmm

rmrmrmrmrmrc

质心位置可以看做各质点位置坐标关于质量的线性加权平均值，而万有引力

是平方反比规律，所以用各质点位置坐标关于质量的线性加权平均值来代替该情

境下的等效质心位置必然不合适。

根据质心公式推测万有引力等平方反比规律所对应的“平方反比规律质心公式”










i

i
i

c m
r

m

mmmmm
r

m
r

m
r

m
r

m
r

m

r

2

54321

2
5

52
4

42
3

32
2

22
1

1

2

1

......

.....11111
1

其中 cr 为“等效质心”到受力质点的距离。

下面开始验证：平方反比规律质心公式可以变形为：

....111111..... 2
5

52
4

42
3

32
2

22
1

1254321 
r

m
r

m
r

m
r

m
r

m
r

mmmmm
c

）（

等式两侧同时乘以代数式 0Gm 可得等式：

.........
2
5

50
2
4

40
2
3

30
2
2

20
2
1

10
2

543210 


r
mGm

r
mGm

r
mGm

r
mGm

r
mGm

r
mmmmmGm

c

）（

等式右侧即为各质点对 0m 的引力，可知平方反比规律质心公式是正确的。

需要注意只是在球体情况，具有各个方向的对称性，其平方反比质心与线性

质心出现了重合的情况，故在解决万有引力的问题时，需要尽量避开质心的做法。
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补充：折合质量

对于相互作用的两个物体，若所受合外力为零，可以选择其中一个物体作

为参考系（假定不动），由于不再是惯性系，则另外一个物体的等效质量
21

21

mm
mmm


 ，

称之为折合质量或约化质量,或满足
21

111
mmm




。如果相互作用力为恒力，则可以

引入相对加速度a，且有
m
Fa


 。

1.双星问题

相关数据如图，试求双星周期。

解：万有引力提供向心力：

1
2

12
21 rm

L
mGm  2

2
22

21 rm
L
mGm  其中 Lrr  21

解得： L
mm

mr
21

2
1 
 L

mm
mr

21

1
2 
 3

21 )(
r
mmG 


)(

2
21

3

mmG
rT


 

补充： L
mm

mr
21

2
1 
 代入方程 1

2
12

21 rm
L
mGm 

可得： L
mm
mmL

mm
mm

L
mGm 2

21

21

21

22
12

21 







若令
21

21
1 mm

mmm


 则 Lm
L
mGm 2

12
21  恰为一个星体绕另外一个静止的星体动力学方程。

注意：万有引力中的质量保持不变。

若以 2m 为参考系，观察 1m 的运动，需要引入惯性力。

参考系加速度： 2
1

2
2

21

r
Gm

mr
mGma 

对 1m 分析： )1(
2

1
2

21
2

11
2

212
1 m

m
L
mGm

L
mGm

L
mGmLm  整理可得： 2

212

21

21

L
mGmL

mm
mm






注意：可以理解为：通过改变质量抵消了由于相对运动而导致的运转半径的变化。
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例 10.如图所示，对弯杆进行受力分析。

通过分析可知，可旋转的轻杆弹力不定沿杆方向。

“活杆”实际叫做二力杆，弹力方向沿着杆的端点

连线方向，并不一定沿杆，只是在直杆情况下，杆与连

线重合，才出现力沿杆方向的情况。

例 11.如图所示，长为 L的轻杆，一端装有固定光滑的

转动轴O，另一端及中点固定着质量相同的 A球和 B

球．将轻杆从水平位置由静止释放，当轻杆摆至竖直

位置时， A、B两球的速度大小各是多少？

解:对 A、B及杆整体受力分析可知，除重力外、还有

轴对系统的支持力，支持力不做功、只有重力做功，

因此 A、B组成系统的机械能守恒．令轴正下方 L处为零势面，选 A、B处于水平

状态为初态，B至最低点为末态．则有
22

1
2
12 22 LmgmvmvmgL AB  由圆周运动知识，

可知 AB vv 2 ，联立可得
5
3gLvA  ，

5
12gLvB  .

补充：若无 A球，B球摆至最低点速度
5

122 gLgLvB ＜ 可见轻杆对小球B做了正功。

按照“活杆”性质，力沿轻杆方向，始终与速度垂直，不做功，出现了矛盾。

解释 1：类比到单摆情况，A球对应摆长小，则周期短，下摆快，而B球实际是在

杆的拖拉作用下才与 A球实现同步摆动。所以此时杆的力并不沿杆。

解释 2：“活杆”或者“二力杆”均为轻杆，无质量，

则无惯性，所以才能与质点无限制的保持同步。此题 A

球实际等效为了杆的质量，导致轻杆条件不再成立。

若杆足够柔软则会发现下摆时，发生弯折。
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例 7.质量分别为 1m 、 2m 的两个金属圆环，套在一个半径为R的竖直放置的光滑圆

环上，两环之间有一长为R的细线相连，若在如图所示的位置，系统恰好处于平

衡状态，则半径OA与竖直方向的夹角关系正确的是（ ）

A.
2

21

3
2cot

m
mm 



B.
2

21

3
2tan

m
mm 



C.
2

21

3
2sin

m
mm 



D.
2

21

3
2cos

m
mm 



解法 1.正弦定理

对 1m 分析： sin60sin 0
1 Fgm



对 2m 分析：
）（ -60sin60sin 00

2 Fgm


联立可得：
2

21

3
2cot

m
mm 



解法 2.力矩平衡

以点 O为转轴，质点系统力矩平衡： )60sin(sin 0
21   gmgm

化简即得：
2

21

3
2cot

m
mm 



解法 3.重心法

整体为研究对象，整体受重力和圆弧的支持力，重心必在圆心正上方。

则： ）（   60sinsin 21 RmRm

化简即得：
2

21

3
2cot

m
mm 
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3.32. tanga  系列

（1） tanga  平动类型

（2） tanga  转动类型

（3） tanga  加速液体类型
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综合对比

系统自由减速下滑。

整体： amMgmMgmM ）（）（）（   sin-cos

)sin-cos( ga 

对m：  cos)cos( mgFT 

mamgFT   sin-)sin(

解得：   sin-cos)tan(  ga

故： )tan(  
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附录 3 传送带微专题

一、动力学角度

物体在传送带上运动的情形统称为传送带模型。因物体与传送带间的动摩擦

因数、斜面倾角、传送带速度、传送方向、滑块初速度的大小和方向的不同，传

送带问题往往存在多种可能，因此对传送带问题做出准确的动力学过程分析，是

解决此类问题的关键。

1．水平传送带模型

项目 图示 滑块可能的运动情况

情景 1
(1)可能一直加速

(2)可能先加速后匀速

情景 2
(1) vv＞0 时，可能一直减速，也可能先减速再匀速

(2) vv＜0 时，可能一直加速，也可能先加速再匀速

情景 3

(1)传送带较短时，滑块一直减速达到左端

(2)传送带较长时，滑块还要被传送带传回右端。若

vv＞0 ，返回时速度为v，若 vv＜0 ，返回时速度为 0v

例 1.如图所示，水平传送带 A、B 两端相距 mx 5.3 ，工件与传送带间的动摩擦因

数 1.0 ，工件滑上 A端时的瞬时速 smvA /4 ，到达 B端的瞬时速度为 Bv 。

（1）若传送带不动， Bv 多大？

（2）若传送带以速度 v逆时针匀速转动， Bv 多大？

（3）若传送带以速度 v顺时针匀速转动， Bv 多大？
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解：（1）若传送带不动，工件滑上传送带以后受到向左的摩擦力作用，工件向右

做匀减速运动，初速度为 Av ，加速度 ga  ，到达 B处速度 smasvv AB /322  ，

由 A到 B所用时间为 1s

（2）传送带逆时针转动时，工件受到的摩擦力大小和方向都未发生改变，所以物

体的加速度也不会发生改变，物体运动到 B端速度仍为 3m/s

（3）传送带顺时针转动时，情况复杂，根据传送带速度的大小有以下几种情况：

1.若 Avv  时，工件滑上传送带时，两者速度相同，相对静止，均做匀速运动，工

件到达 B端时速度 vvv AB 

2.若 asvv A 22  ，工件由 A到 B，全程做匀加速运动，到达 B端时， asvv AB 22 

3.若 AA vvasv  ＞22 ，工件由 A到 B，先做匀加速运动，再做匀速运动，到达 B端

时， vvB 

4.若 asvv A 22  ，工件由 A到 B，全程做匀减速运动，到达 B端时， asvv AB 22 

5.若 asvvv AA 22 ＞＞ ，工件由 A到 B，先做匀减速运动，再做匀速运动，到达 B端

时， vvB 

试画出传送带速度与物体到达 B端速度的函数关系图。


